DMATIC. ETSI Informéaticos. UPM. 9 de marzo de 2016

MATEMATICA DISCRETA II - MI

PRIMER PARCIAL (SOLUCIONES)
Ejercicio 1 (6 puntos)

A) Decide razonadamente si los grafos 6, 62, G3 definidos por las siguientes figuras son isomorfos.

Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

B) En un grafo simple 6 = (V, A) no conexo que tiene exactamente dos vértices impares, ambos
vértices deben pertenecer a la misma componente conexa.

C) Si T es un drbol con raiz 6-ario con 250 vértices entonces la altura de T es mayor o igual que 4.

D) Si un drbol T no tiene vértices de grado superior a 5, tiene 50 hojas y el mismo nidmero k de
vértices de los grados 2, 3,4 y 5, entonces el nimero n de vértices de T es n = 80.

Solucion

A) 61 y G, sonisomorfosy no son bipartidos. 63 = K33 es bipartido, no es isomorfoa 61 ni 6,

2 3
G,
G,
1 4
6 5

B) Si G tiene exactamente dos vértices impares, ambos vértices estdn unidos por un camino. En cada
componente conexa de G se verifica la férmula de Euler 2q =Y,y d(v), luego el n° de vértices de
grado impar, es una cantidad par.

— = 1251< 6™ = h>3

C) Una cota inferior para la altura de Tes 3,yaque n<

D)

mh+1
m

1 1
q=3) d) =[50 +k(2+3+4+5)] =25+ 7k

q=n—1=50+4k—1=49 + 4k
k=8n=282
Ejercicio 2 (7 puntos)
A) Define radio y didmetro de un grafo.
Demuestra que en todo grafo G se cumple que diam(6) < 2 rad(6).
Dibuja un grafo de cinco vértices cuyo radio sea igual a su didmetro. ¢Cudl es su centro?

B) Demuestra que si 6 = (V, A) es un grafo simple de n vértices y para cualquier par de vértices u, v
no adyacentes se cumple que n—1 < d(u) + d(v), entonces G es conexo y de didmetro 2.

C) <¢Cudntos drboles generadores distintos tiene el grafo completo etiquetado de n vértices?
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El cédigo de Priifer de un drbol Tes C=[2,3,6,1, 4, 2, 2, 5], (cudles son los vértices y las aristas
de T?

¢Cémo se puede hallar la sucesion de grados de T, a partir del cddigo de Priifer?
Solucion
B) Si G no es conexo, supongamos que G =6;U G, card Vi =r,card V,=s ysean ue Vi, ve V,.
Se tieneque d(u) <r—1, dw)<s—1=n-1<dWw)+dw) <r+s—2=n—2= absurdo
Luego, G es conexoy existe w € V tal que wes adyacentea u ya v,V u,veV = diam(G) = 2.
C) El grafo completo etiquetado de n vértices tiene n"~2 drboles generadores distintos.
V={1,2,3,4,56,7,8,9,10}, A=[2-7, 3-8, 6-3,1-6, 4-1, 2-4, 2-9, 5-2, 5-10]
Ejercicio 3 (4 ptos.)

Aplica el algoritmo de blsqueda en profundidad, indicando el doble etiquetado de cada vértice, al grafo
6=(V,A),V={a, b, c,de,f, g, h}definido por la matriz de adyacencia siguiente:

a0 1110000
bf1 01 01000
clt 1 0100 00
dl1t 01 00 0 0 O

Md@®=¢lo 100011 0
flo o oo 1011
g\o 0 0 01 10 0
h\o 0000100

Detecta los vértices-corte y las aristas puente de G a partir del doble etiquetado de los vértices,
indicando la condicion sobre las etiquetas que los caracteriza.

Nota: La bdsqueda en profundidad debe empezar en el vértice e y los vértices se eligen siguiendo el
orden alfabético.

Solucion
Vértices | Etiquetas de los vértices | Aristas de retroceso
e [1,1]
b [2,2]
a [3,2]
c [4, 2] cb
d [5, 3] da
f [6, 1]
g [7.1] ge
h (8, 8]
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Los vértices-corte sonb, fye.

El vértice raiz e es corte porque tiene dos hijos.

La condicidn en las etiquetas para que un vértice (no raiz) u sea corte es que exista un hijo v de u tal
que df (u) <low (v)

Una arista uv con df(u) < df(v) es puente si df(u) < low(v). En el grafo H las aristas que cumplen esta
condicién son be y fh.

Ejercicio 4 (4 ptos.)

El peso de cada arista en un grafo ponderado indica el peligro de atravesarla (cuanto mayor sea el peso
mayor serd el peligro). Queremos construir los caminos mds seguros entre cada par de vértices.
Describe un algoritmo que construya el drbol generador que contiene a todos esos caminos.

Aplicalo al grafo de la siguiente figura, dando sus estructuras:

A | e B C
17
25 v
14
24 18 D
1
. 20 F 23
y \J.B\ ;
26 14 %
19
H | J
21 20

Solucién

El algoritmo que se debe aplicar es el de Kruskal o el de Prim.
Arbol generador de peso minimo At = [FD, CG, EI, AB, CD, AF, 6J, EF, HI]

Ejercicio 5 (4 ptos.)

En la ciudad G se ha disefiado un recorrido turistico que conecta los 4 lugares de mayor importancia
de la capital: {a, b, ¢, d}, desplazdndose con un vehiculo eléctrico capaz de recargar sus baterias
aprovechando frenadas y cuestas abajo. El grafo que representa la cantidad de energia utilizada por el
vehiculo para recorrer cada uno de los trayectos es el representado en la figura adjunta:

1

A) Halla, utilizando el algoritmo correspondiente, el camino con minimo consumo de energia para
desplazarse desde el lugar a hasta cualquier otro lugar.

B) Describe brevemente el algoritmo utilizado, incluyendo la idea clave del algoritmo y la descripcién
del paso general.
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Solucion

El algoritmo que se debe aplicar es el de Bellman-Ford, ya que proporciona el camino minimo entre dos
vértices y las aristas tienen pesos negativos.

Inicializacién: Sean T={s} L(s)=d(s,5)=0, L(v)=w(sVv) para v+ s
Iteracién: Repetir #-1veces lo siguiente:

vV arco e = uv actualizar la etiqueta L (v):=min{L (v), L(v) + w(uv)}

1 a | b c d 2% | a | b c d

0 ) 0 00 0 2 -1 2
ab | O 2 o | o ab | O 2 | -1 ] 2
ac | O 2 2 00 ac | O 2 -1 2
bc | O 2 | -1 | = bc | O 2 | -1 ] 2
cd| O 2 | -1] 2 ed| O 2 | -1 ] 2
ab| O 2 | -1] 2 db | O 2 | -1 ] 2




